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DÉCOMPOSITION AU-DESSUS DES PARAMÈTRES DE
LANGLANDS ELLIPTIQUES
VINCENT LAFFORGUE ET XINWEN ZHU
Dans ce texte on étend la remarque 8.5 de [Laf18b] au cas non déployé, et on
justifie le fait que l’heuristique (8.3) de [Laf18b] est vraie au-dessus des para-
mètres de Langlands elliptiques σ (comme cela est affirmé dans la remarque 8.5
de [Laf18b]). Ce résultat avait été proposé par le second auteur dans [Zhu17].
Nous remercions Cong Xue pour des commentaires sur cet article.
1. Introduction
Comme dans le paragraphe 12 de [Laf18a], on fixe une courbe projective lisse
géométriquement irréductible X sur Fq, de corps des fonctions F , et un groupe
réductif lisse et géométriquement connexe G sur F . On note U0 l’ouvert maximal
de X tel que G se prolonge en un schéma en groupes lisse et réductif sur U0. On
étend G en un schéma en groupes lisse sur X, réductif sur U0, de type parahorique
en les points de XrU0, et dont toutes les fibres sont géométriquement connexes.
On fixe aussi une extension finie E de Q` contenant une racine carrée de q.
Soit N ⊂ X un sous-schéma fini. On note N̂ = |N | ∪ (X r U0). Soit BunG,N
le champ classifiant les G-fibrés principaux sur X avec structure de niveau N .
On choisit un réseau Ξ ⊂ Z(F )\Z(A). Soit Ccusp(BunG,N(Fq)/Ξ, E) l’espace des
formes automorphes cuspidales Ξ-invariantes à valeurs dans E. On note TN =
Cc(KN\G(A)/KN , E) l’algèbre de Hecke en niveau N , qui agit sur cet espace.
On note F˜ l’extension finie galoisienne de F telle que Gal(F˜ /F ) soit l’image de
Gal(F/F ) dans le groupe des automorphismes de la donnée radicielle de G. Le
L-groupe LG est le produit semi-direct ĜoGal(F˜ /F ) pour l’action de Gal(F˜ /F )
sur Ĝ qui préserve un épinglage.
On note Γ = Gal(F/F ) le groupe de Galois de F .
Soit FinS∗ la catégorie des ensembles finis pointés. On considère deux catégories
additives cofibrées sur FinS∗. La première, notée Rep(Gˆ × LG•) associe à tout
ensemble fini pointé {0} ∪ I la catégorie Rep(Gˆ × (LG)I) des représentations
algébriques E-linéaires de dimension finie de Gˆ × (LG)I , et le foncteur d’image
inverse par une application pointée ξ : {0} ∪ I → {0} ∪ J est donné par la
restriction naturelle suivant le morphisme de groupes algébriques Gˆ × (LG)J →
Gˆ×(LG)I . La seconde, notée RepTN (Γ•), associe à {0}∪I la catégorie RepTN (ΓI)
des représentations continues de ΓI sur des TN -modules qui sont de dimension
finie en tant que E-espaces vectoriels, et le foncteur d’image inverse par une
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2 VINCENT LAFFORGUE ET XINWEN ZHU
application pointée ξ : {0} ∪ I → {0} ∪ J est donné par la restriction naturelle
suivant le morphisme de groupes topologiques ΓJ = {1} × ΓJ → {1} × ΓI = ΓI .
On rappelle le théorème suivant.
Théorème 1.1. (démontré pour G déployé, conditionnel en général en ce qui
concerne la finitude des dimensions [Laf18a, Xue18a]). On possède un foncteur
E-linéaire H de Rep(Gˆ× LG•) vers RepTN (Γ•) cofibré sur FinS∗.
Pour tout ensemble fini pointé {0} ∪ I, et toute représentation W de Gˆ× LGI ,
on note H{0}∪I,W le ΓI ×TN -module correspondant. En particulier on a H{0},1 =
Ccusp(BunG,N(Fq)/Ξ, E), muni de la TN -action naturelle.
On expliquera dans le paragraphe 5 la construction du foncteur H, d’après
[Laf18a]. En gros H{0}∪I,W est la partie cuspidale de la cohomologie d’un champ
de chtoucas associé à W . Le théorème signifie plus concrètement que H{0}∪I,W
est fonctoriel en W et compatible avec les isomorphismes de coalescence. (Nous
nous référons à [Laf18a, Proposition 9.7] pour plus de détails.) La finitude de la
dimension des espaces vectoriels H{0}∪I,W est montrée dans [Xue18a] lorsque G
est déployé. On s’attend à ce que la preuve s’étende pour tout G mais cela n’est
pas encore écrit. On l’admet dans cet article.
En particulier les espaces HI,W := H{0}∪I,1W sont exactement ceux construits
dans [Laf18a]. Comme dans [Laf18a], on déduit du foncteur H l’algèbre d’excur-
sion B qui agit sur chaque HI,W , en commutant avec les actions de ΓI × TN .
De plus les algèbres B et TN contiennent les opérateurs de Hecke aux places
non-ramifiées et ceux-ci agissent de la même façon par les deux algèbres (grâce à
[GeLa17] on a aussi une compatibilité entre les actions de B et TN en les places
ramifiées). L’action de B sur l’espace vectoriel HI,W de dimension finie fournit
une décomposition de cet espace en sous-espaces généralisés,
HI,W ⊗E Q` =
⊕
(HI,W )σ,
où la somme directe est indexée par des caractères ν : B→ Q`. D’après [Laf18a],
tout caractère ν détermine un morphisme semi-simple σ : Γ → LG(Q`) à conju-
gaison près par Gˆ, satisfaisant les conditions suivantes :
(C1) σ prend ses valeurs dans LG(E ′), où E ′ est une extension finie de E,
et il est continu,
(C2) l’adhérence de Zariski de son image est réductive,
(C3) σ se factorise à travers pi1(U, η) pour un certain ouvert U ⊂ U0,
(C4) on a la commutativité du diagramme
Gal(F/F )
σ //
&&
LG(Q`)
yy
Gal(F˜ /F )
(1.1)
(C5) la composition de σ avec
LG(Q`)→ (Ĝab)(Q`)oGal(F˜ /F )(1.2)
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a une image finie.
Réciproquement σ détermine ν, c’est pourquoi on écrit (HI,W )σ.
Pour tout σ comme ci-dessus, on note Sσ le centralisateur de son image dans
Gˆ. Un tel σ est dit elliptique si Sσ := Sσ/(ZGˆ)
Gal(F˜ /F ) est fini.
Pour toute représentationW de (LG)I , on noteWσI la représentation composée
ΓI
σI→ (LG)I → GL(W ). Voici le résultat principal de cet article.
Proposition 1.2. Pour tout σ elliptique, il existe un Q`-espace vectoriel de di-
mension finie Aσ, muni d’une action de TN × Sσ, tel que pour tout W , on a
l’égalité
(HI,W )σ =
(
Aσ ⊗Q` WσI
)Sσ
,(1.3)
équivariante par l’action de TN × ΓI , fonctorielle en W , compatible avec les iso-
morphismes de coalescence, et compatible avec le changement de structure de
niveau. Autrement dit l’heuristique (8.3) de [Laf18b] est vraie au-dessus de σ.
La démonstration sera donnée à partir du paragraphe 4.
Remarque 1.3. Le membre de droite de (1.3) est nul lorsque WZ
ΓF
Gˆ = 0. Dans
ce cas la nullité du membre de gauche est évidente car le champ correspondant
de chtoucas est vide. Le cas intéressant de (1.3) est donc celui où W est une
représentation de LG•/ZΓF
Gˆ
. Dans ce cas on peut remplacer le membre de droite
de (1.3) par
(
Aσ ⊗Q` WσI
)Sσ .
Remarque 1.4. La proposition implique que pour σ elliptique (HI,W )σ est en
fait le sous-espace (au sens naïf, non généralisé) de HI,W ⊗E Q` associé à σ pour
l’action des opérateurs d’excursion, et de plus (HI,W )σ est semi-simple comme
représentation de ΓI .
Remarque 1.5. En général à cause de la déformation possible de certains σ
non elliptiques il pourrait y avoir des nilpotents, et par exemple on ne sait pas
montrer que l’algèbre engendrée par les opérateurs d’excursion agissant sur HI,W
(ou même sur H∅,1) est réduite, donc on ne sait pas montrer la première partie
de l’énoncé de la remarque précédente pour tous les σ et à fortiori on ne sait pas
montrer l’heuristique (8.3) de [Laf18b].
2. Le cas de GLr
On prend G = GLr et on applique la proposition 1.2. Alors une représentation
semi-simple σ est elliptique si et seulement si elle est irréductible, et dans ce cas
Sσ est trivial. Il en résulte que
Aσ = A
Sσ
σ = (H∅,1)σ.
Par le théorème de multiplicité un fort pour l’espace des formes automorphes
cuspidales pour GLr, on voit que Aσ = piKN , où pi est l’unique représentation
cuspidale qui correspond à σ. On a donc le corollaire suivant.
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Corollaire 2.1. Pour G = GLr, si σ est irréducible, alors
(HI,W )σ = pi
KN ⊗ (WGm)σI .
Remarque 2.2. Dans le cas des chtoucas de Drinfeld (G = GLr, I = {1, 2},
W = St⊗ St∗) l’énoncé obtenu dans le corollaire ci-dessus est exactement celui
montré par Laurent Lafforgue dans [Laf02] (où les multiplicités sont déterminées
aux r-négligeables près). Pour GL2, cela est dû à Drinfeld [Dri88].
Remarque 2.3. On conjecture que pour GLr tout σ apparaissant dans la dé-
composition de HI,W est irréductible (cela est connu dans le cas des formes au-
tomorphes, c’est-à-dire pour W = 1, mais pas en général). Sous cette hypothèse
supplémentaire on obtient la conjecture 2.35 de Varshavsky [Var04].
3. Relation avec les formules de multiplicités d’Arthur-Kottwitz
On revient au cas d’un groupe G réductif arbitraire.
La formule
(HI,W )σ =
(
Aσ ⊗Q` WσI
)Sσ
que nous montrons dans cet article pour σ elliptique est compatible avec la conjec-
ture de Kottwitz sur la partie cuspidale tempérée du spectre automorphe (voir
[Kot84]) et de la cohomologie des variétés de Shimura (see [Ko90]). Ici bien sûr
on considère HI,W comme un analogue généralisé, dans le cas des corps de fonc-
tions, de la cohomologie des variétés de Shimura. On rappelle que la conjecture
de Kottwitz sur la partie cuspidale tempérée du spectre automorphe est un cas
particulier des formules de multiplicités d’Arthur. On garde l’hypothèse que σ est
elliptique.
On rappelle que Aσ est muni des actions (commutant entre elles) de l’algèbre
de Hecke TN := Cc(KN\G(A)/KN ,Q`) et du groupe fini Sσ := Sσ/(ZĜ)Gal(F˜ /F ).
On écrit
Assσ =
⊕
piKN ⊗ ρpi,
où Assσ est la semi-simplification de Aσ comme TN -module, où la somme directe est
prise sur les TN -modules irréductibles piKN , et où ρpi est un espace de multiplicités,
qui est en fait une représentation de dimension finie de Sσ. On conjecture que
Aσ est semi-simple comme TN -module. En fait, on conjecture que les HI,W sont
semi-simples comme TN -modules, mais on ne sait le montrer que pour W = 1
(cas des formes automorphes).
On remarque que si un TN -module irréductible piKN apparaît dans (HI,W )σ,
alors σ est elliptique si et seulement si pi est tempéré aux places non-ramifiées
et la function L(s, pi,Ad0) partielle (restreinte aux places où pi est non-ramifié)
admet un prolongement méromorphe au plan complexe tout entier et n’a pas de
pôle en s = 1, où Ad0 est la représentation adjointe de LG sur l’algèbre de Lie
adjointe gˆad. En effet on a
Lie(Sσ) = Lie(Sσ)/Lie((ZĜ)
Gal(F˜ /F )) = (Ad)σ/Lie((ZĜ)
Gal(F˜ /F )) = (Ad0)σ
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où (Ad)σ et (Ad0)σ désignent les invariants par σ. Par conséquent si piKN apparaît
dans un (HI,W )σ avec σ elliptique, il apparaît seulement dans des (HI,W )σ′ avec
σ′ elliptique.
Suivant la littérature sur les formules de multiplicités, on note 〈pi, ·〉 la fonction
trace tr ρpi sur Sσ. Il résulte de tout cela que la multiplicité de piK dans (H∅,1)σ
est égale à
m(pi, σ) =
1
|Sσ|
∑
x∈Sσ
〈pi, x〉.
Il en résulte que la mulplicité totale de piKN dans l’espace des formes automorphes
cuspidales est donnée par
m(pi) =
∑
σ
m(pi, σ).
Ceci est en accord avec la formule de multiplicités de Arthur et Kottwitz.
SoitW une représentation arbitraire de (LG)I/(ZĜ)
Gal(F˜ /F ). Supposons d’abord
que σ soit un paramètre elliptique stable, ce qui signifie que Sσ est trivial. Alors
exactement comme dans le corollaire 2.1,
Corollaire 3.1. Pour un paramètre stable σ,
(HI,W )σ = (H∅,1)σ ⊗WσI .
Ceci a été prouvé par Kazhdan et Varshavsky dans un preprint non publié
[KV10], en supposant qu’une composante locale des représentations automorphes
dans (H∅,1)σ est supercuspidale. En outre, on s’attend à ce que (H∅,1)σ = piKN .
Pour un paramètre non nécessairement stable,
(HI,W )
ss
σ =
⊕
pi
piKN ⊗ HomSσ(ρ∨pi ,WσI ),
comme semi-simplifiés de TN × ΓIF -modules (mais on rappelle que (HI,W )σ est
déjà semi-simple en tant que ΓIF -module). En particulier la multiplicité de piK
dans (HI,W )ssσ est
mI,W (pi, σ) =
1
|Sσ|
∑
x∈Sσ
〈pi, x〉 tr(x | W ),
ce qui est similaire à la formule de multiplicités de Kottwitz pour la cohomologie
des variétés de Shimura, conjecturée dans [Ko90].
On espère la description locale suivante des espaces de multiplicités Aσ.
Si v est une place de F , soit σv la restriction de σ au groupe de décomposition
Gal(F v/Fv), et soit Sσv le centralisateur dans Ĝ de son image dans LG.
Pour simplifier on suppose G quasi-déployé. On conjecture qu’il existe une
factorisation (dépendant d’une normalisation de Whittaker globale)
Aσ =
′⊗
Aσv ,
où Aσv est un espace vectoriel de dimension finie muni d’actions commutant entre
elles de TKv et de Sσv , dépendant seulement de σv. On conjecture que l’action de
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Sσ sur Aσ est la restriction par Sσ →
∏
v Sσv de l’action de
∏
v Sσv sur
⊗′Aσv .
Alors Aσv = ⊕piKvv ⊗ ρpiv . En notant la fonction trace tr ρpiv sur Sσv par 〈piv, ·〉, on
aurait alors la factorisation
〈pi, x〉 =
∏
v
〈piv, x〉.
Si v est une place non ramifiée, on conjecture que Aσv est de dimension 1, et
que TKv agit par un caractère déterminé par σv, et que Sσv agit par un caractère
(dépendant de la normalisation de Whittaker). En particulier, si KN = G(O)
est partout hyperspécial, on s’attend à ce que Aσ soit de dimension 1, sur lequel
l’algèbre de Hecke agit par le caractère associé à σ, et Sσ agit trivialement.
A priori Sσ pourrait agir par un caractère, mais on s’attend à ce qu’on puisse
attacher à σ une forme automorphe, et donc ce caractère devrait être trivial. Il
en résulte que l’on devrait avoir
(HI,W )σ = pi
G(O) ⊗WSσ
σI
.
4. Non déformabilité des paramètres elliptiques
Le reste de l’article est consacré au rappel de la construction du foncteur H et
à la preuve de la proposition 1.2. On commence par rappeler un lemme connu.
Soit σ un paramètre de Langlands vérifiant les conditions (C1), (C2), (C3),
(C4), (C5) ci-dessus. On rappelle que l’on note Sσ le centralisateur de σ dans Ĝ
et que σ est dit elliptique si Sσ := Sσ/(ZĜ)
Gal(F˜ /F ) est fini.
Il est évident que si σ n’est pas elliptique il se déforme parmi les paramètres
vérifiant (C1), (C2), (C3), (C4), (C5). En effet si σ n’est pas elliptique T :=
Ker(Sσ → (Ĝab)Gal(F˜ /F )) n’est pas fini (car il est isogène à Sσ). Or pour tout
g ∈ T (Q`), σg défini par σg(γ) = σ(γ)gdeg(γ) vérifie (C1), (C2), (C3), (C4), (C5)
(et on peut même prendre g ∈ T (A) où A est une Q`-algèbre arbitraire).
Ce qui nous intéresse est la réciproque. Elle est un peu moins évidente, mais
bien connue : si σ est elliptique, alors il ne peut pas être déformé parmi les
morphismes vérifiant des conditions similaires à (C1), (C2), (C3), (C4), (C5).
Plus précisément on a le lemme suivant.
Lemme 4.1. On suppose σ elliptique vérifiant (C1), (C2), (C3), (C4), (C5).
Pour toute Q`-algèbre locale artinienne A d’idéal maximal I, pour tout ouvert
U ⊂ U0, tout morphisme continu pi1(U, η)→ LG(A) vérifiant les conditions (C1),
(C5) (pour A au lieu de Q`) et dont la réduction modulo I est σ, est conjugué à
σ par un élément de Ĝ(A) égal à 1 modulo I.
Démonstration. On rappelle la preuve d’après la proposition 5.12 de [BHKT16]
(qui traite le cas déployé). Il suffit de traiter le cas où A = Q`[]/2. Il suffit
de considérer la composition de ces morphismes avec Ĝ o Gal(F˜ /F ) → Ĝad o
Gal(F˜ /F ) et nous sommes réduits au cas où Ĝ est semi-simple. Le système local
associé à la représentation adjointe ĝσ est de poids 0 par la remarque 12.6 de
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[Laf18a], donc H1(UFq , ĝσ) a des poids ≥ 1 par Weil II, donc
H0(Ẑ, H1(UFq , ĝσ)) = 0.(4.1)
D’autre part H0(Ẑ, H0(UFq , ĝσ)) = H
0(U, ĝσ) est nul car H0(U, ĝσ) = Lie(Sσ) et
Sσ est fini par l’ellipticité de σ. Pour tout Q`-espace vectoriel M de dimension
finie muni d’une action continue de Ẑ, on a la suite exacte
0→ H0(Ẑ,M)→M 1−u−−→M → H1(Ẑ,M)→ 0,
où u désigne l’action de 1 ∈ Z, donc H0(Ẑ,M) et H1(Ẑ,M) ont même dimension.
Comme on vient de voir que H0(Ẑ, H0(UFq , ĝσ)) = 0 on a donc
H1(Ẑ, H0(UFq , ĝσ)) = 0.(4.2)
On déduit de (4.1), (4.2) et de la suite spectrale de Leray que H1(U, ĝσ) = 0. 
5. Cohomologie des champs de chtoucas
On rappelle que dans 12.3.2 de [Laf18a] on a défini, pour I un ensemble fini,
k ∈ N, (I1, ..., Ik) une partition de I, etW une représentation de (LG)I , un champ
de Deligne-Mumford
Cht
(I1,...,Ik)
N,I,W
sur (X r N̂)I , réunion d’ouverts Cht(I1,...,Ik),≤µN,I,W tels que Cht
(I1,...,Ik),≤µ
N,I,W /Ξ soit de
type fini. De plus on a défini F(I1,...,Ik)N,I,W,Ξ,E comme le faisceau pervers (à un décalage
près) sur Cht(I1,...,Ik)N,I,W /Ξ égal à l’image inverse d’un faisceau de Satake S
(I1,...,Ik)
I,W,E
par un morphisme lisse

(I1,...,Ik),Ξ
N,(I),W,n : Cht
(I1,...,Ik)
N,I,W /Ξ→ Gr(I1,...,Ik)I,W /Gad∑i∈I nixi
où les entiers ni sont assez grands. Enfin on a posé
H
≤µ,E
N,I,W = R
(
p
(I1,...,Ik),≤µ
N,I
)
!
(
F
(I1,...,Ik)
N,I,W,Ξ,E
∣∣∣
Cht
(I1,...,Ik),≤µ
N,I,W /Ξ
)
(5.1)
qui appartient à Dbc((X r N̂)I , E) et ne dépend pas du choix de la partition
(I1, ..., Ik).
Pour tout point géométrique x dans (Xr N̂)I , on a défini le E-espace vectoriel
des éléments Hecke-finis(
lim−→
µ
H
0,≤µ,E
N,I,W
∣∣∣
x
)Hf
⊂ lim−→
µ
H
0,≤µ,E
N,I,W
∣∣∣
x
.
On a montré(
lim−→
µ
H
0,≤µ,E
N,{0},1
∣∣∣
η
)Hf
=
(
lim−→
µ
H
0,≤µ,E
N,∅,1
∣∣∣
Fq
)Hf
= Ccuspc (BunG,N(Fq)/Ξ, E).(5.2)
On a montré que pour toute flèche de spécialisation sp de ηI vers ∆(η),
sp∗ :
(
lim−→
µ
H
0,≤µ,E
N,I,W
∣∣∣
∆(η)
)Hf
→
(
lim−→
µ
H
0,≤µ,E
N,I,W
∣∣∣
ηI
)Hf
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est un isomorphisme et que cet espace est muni d’une action de pi1(η, η)I =
Gal(F/F )I , l’action sur le membre de gauche ne dépendant pas du choix de ηI
et de sp. Dans [Xue18a], Cong Xue a montré que ces espaces sont de dimension
finie quand G est déployé. Une généralisation non écrite de ce théorème de Cong
Xue affirme que ces espaces sont de dimension finie dans le cas général. Nous
admettons ce résultat. Les opérateurs d’excursion agissent sur ces espaces par la
construction suggérée dans [Laf18a, 12.3.4] et détaillée dans [Xue18b] et tout σ
apparaissant dans la décomposition spectrale associée vérifie les conditions (C1),
..., (C5) ci-dessus (la condition (C5) a lieu grâce au quotient par Ξ).
On va maintenant introduire une notation nouvelle pour désigner certains sous-
espaces de ces espaces de cohomologie.
On considère I de la forme {0} ∪ J , où la réunion est disjointe. On note
(J1, ..., Jk) une partition de J . Soit W une représentation de dimension finie de
Ĝ× (LG)J . Il est clair que W peut être incluse dans une représentation de dimen-
sion finie W ′ de Ĝ × (LG)J qui s’étend à (LG){0}∪J . Une variante du théoreme
12.16 de [Laf18a] associe àW un faisceau pervers Gad∑∞xi-équivariant S({0},J1,...,Jk){0}∪J,W,E
sur Gr({0},J1,...,Jk){0}∪J
∣∣∣
η×UI0
. En fait on pourrait remplacer η par le spectre du corps ré-
flex (de façon tout à fait analogue à ce qu’on fait pour les variétés de Shimura, où
J est vide), mais on n’en a pas besoin ici. On définit alors le champ Cht({0},J1,...,Jk)N,{0}∪J,W
sur η × (X r N̂)J et sur Cht({0},J1,...,Jk)N,{0}∪J,W /Ξ on définit un faisceau F({0},J1,...,Jk)N,{0}∪J,W,Ξ,E
égal à l’image inverse de S({0},J1,...,Jk){0}∪J,W,E par le morphisme lisse
Cht
({0},J1,...,Jk)
N,{0}∪J,W /Ξ→ Gr({0},J1,...,Jk){0}∪J
∣∣∣
η×UJ0
/Gad∑
i∈I nixi
.
On pose
H
≤µ,E
N,{0}∪J,W = R
(
p
({0},J1,...,Jk),≤µ
N,{0}∪J
)
!
(
F
({0},J1,...,Jk)
N,{0}∪J,W,Ξ,E
∣∣∣
Cht
({0},J1,...,Jk),≤µ
N,{0}∪J,W /Ξ
)
qui appartient à Dbc(η × (X r N̂)J , E) et ne dépend pas du choix de la partition
(J1, ..., Jk).
Alors
H{0}∪J,W :=
(
lim−→
µ
H
0,≤µ,E
N,{0}∪J,W
∣∣∣
∆(η)
)Hf
est muni d’une action de pi1(η, η)J = Gal(F/F )J . En effet c’est un sous-espace
de
(
lim−→µH
0,≤µ,E
N,{0}∪J,W ′
∣∣∣
∆(η)
)Hf
(qui est muni d’une action de Gal(F/F ){0}∪J). En
fait, en notant Fˇ le corps réflex, on pourrait munir H{0}∪J,W d’une action de
Gal(F/Fˇ )×Gal(F/F )J , mais on n’en a pas besoin ici.
6. Une construction proposée par Drinfeld
On explique maintenant la construction proposée par Drinfeld, en étendant la
remarque 8.5 de [Laf18b] au cas non déployé.
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Soit Reg la représentation régulière gauche de Ĝ à coefficients dans E (consi-
dérée comme une limite inductive de représentations de dimension finie). On va
munir le E-espace vectoriel H{0},Reg
a) d’une structure de module sur l’algèbre des fonctions sur “l’espace affine
S des morphismes σ : Gal(F/F ) → LG à coefficients dans les E-algèbres
vérifiant des conditions analogues à (C3), (C4), (C5)”,
b) d’une action algébrique de Ĝ (venant de l’action à droite de Ĝ sur Reg) qui
est compatible avec la conjugaison par Ĝ sur S.
L’espace S n’est pas défini rigoureusement et la définition rigoureuse de la struc-
ture a) est la suivante. Pour toute représentation E-linéaire de dimension finie
V de LG, d’espace vectoriel sous-jacent V , H{0},Reg ⊗ V est muni d’une action
de Gal(F/F ), qui en fait une limite inductive de représentations continues de
dimension finie de Gal(F/F ), de la façon suivante. On possède l’isomorphisme
Ĝ-équivariant
θ : Reg⊗V ' Reg⊗V
f ⊗ x 7→ [g 7→ f(g)g.x]
où Ĝ agit diagonalement sur le membre de droite, et où pour donner un sens
à la formule on identifie ce dernier à l’espace vectoriel des fonctions algébriques
Ĝ→ V . On en déduit un isomorphisme
H{0},Reg ⊗ V = H{0},Reg⊗V θ−→∼ H{0},Reg⊗V ' H{0}∪{1},RegV
où la première égalité est tautologique (puisque V est simplement un espace vec-
toriel) et le dernier isomorphisme est l’inverse de l’isomorphisme de coalescence.
Alors l’action de Gal(F/F ) sur le membre de gauche est définie comme étant
l’action de Gal(F/F ) sur le membre de droite correspondant à la patte 1. Si
V1 et V2 sont deux représentations de LG, les deux actions de Gal(F/F ) sur
H{0},Reg ⊗ V1 ⊗ V2 associées aux actions de Ĝ sur V1 et V2 commutent entre elles
et l’action diagonale de Gal(F/F ) est égale à l’action associée à l’action diago-
nale de Ĝ sur V1 ⊗ V2. Cela donne la structure a) car si V est comme ci-dessus,
x ∈ V , ξ ∈ V ∗, f est la fonction sur LG définie comme le coefficient de matrice
f(g) = 〈ξ, g.x〉, et γ ∈ Gal(F/F ) on pose que Ff,γ : σ 7→ f(σ(γ)), considérée
comme une “fonction sur S”, agit sur H{0},Reg par la composée
H{0},Reg
Id⊗x−−−→ H{0},Reg ⊗ V γ−→ H{0},Reg ⊗ V Id⊗ξ−−−→ H{0},Reg.
Toute fonction f sur LG peut être écrite comme un coefficient de matrice, et les
fonctions Ff,γ quand f et γ varient sont supposées “engendrer topologiquement
toutes les fonctions sur S”. La propriété ci-dessus avec V1 et V2 implique les
relations entre les Ff,γ, à savoir que
Ff,γ1γ2 =
∑
α
Ffα1 ,γ1Ffα2 ,γ2(6.1)
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si l’image de f par le coproduit est
∑
α f
α
1 ⊗ fα2 . Dans [Zhu17], le second auteur
donne une construction équivalente de la structure a). Les structures a) et b)
sont compatibles au sens suivant : la conjugaison gFf,γg−1 de l’action de Ff,γ
sur H{0},Reg par l’action algébrique de g ∈ Ĝ est égale à l’action de Ffg ,γ où
f g(h) = f(g−1hg).
On a H{0},Reg =
⊕
H{0},V ⊗ V ∗ où la somme directe est prise sur les repré-
sentations irreductibles de Ĝ. On remarque que H{0},V est nul lorsque le centre
(ZĜ)
Gal(F˜ /F ) agit non trivialement sur V , si bien que (ZĜ)
Gal(F˜ /F ) agit trivialement
sur H{0},Reg.
Lemme 6.1. Soit c ∈ H{0},Reg et f une fonction algébrique sur LG. L’espace
engendré par {Ff,γc | γ ∈ Γ} est de dimension finie et l’application γ 7→ Ff,γc est
continue. De plus, pour presque toute place v de X, Ff,γc = f(1)c pour γ dans le
sous-groupe d’inertie Iv en cette place.
Démonstration. Sans perdre de généralité, on peut supposer que f(g) = 〈ξ, gx〉
avec x ∈ V et ξ ∈ V ∗. On écrit Reg comme une réunion croissante de représenta-
tions Wi de Gˆ. Alors (Id⊗x)(c) ∈ H{0},Wi ⊗ V pour une certaine représentation
de dimension finie Wi. Le lemme en résulte immédiatement. 
Les structures a) et b) fournissent un “O-module sur le champ S/Ĝ des pa-
ramètres de Langlands globaux” (tel que l’espace vectoriel de ses “sections glo-
bales sur S” est H{0},Reg). Plus précisément l’action de Ĝ sur S se factorise par
Ĝ/(ZĜ)
Gal(F˜ /F ) et on a un “O-module sur le champ S/
(
Ĝ/(ZĜ)
Gal(F˜ /F )
)
tel que
l’espace vectoriel de ses “sections globales sur S” est H{0},Reg.
Pour tout morphisme σ : Gal(F/F ) → LG(Q`), on veut définir Aσ comme
la fibre de ce O-module au-dessus de σ (considéré comme un “Q`-point de S
dont le groupe des automorphismes dans le champ S/
(
Ĝ/(ZĜ)
Gal(F˜ /F )
)
est Sσ =
Sσ/(ZĜ)
Gal(F˜ /F )”).
Rigoureusement on définit Aσ comme le plus grand quotient de H{0},Reg ⊗Q`
Q` sur lequel toute fonction Ff,γ comme ci-dessus agit par multiplication par le
scalaire f(σ(γ)). On voit que Sσ = Sσ/(ZĜ)
Gal(F˜ /F ) agit sur Aσ.
Si l’heuristique (8.3) de [Laf18b] est vraie c’est le même Aσ que dans l’heuris-
tique.
7. Etude du cas elliptique
On rappelle que tout ensemble fini I et toute représentationW de dimension fi-
nie de (LG)I , on a admis que HI,W est de dimension finie (ce qui est une extension
non encore écrite de [Xue18a], où ce résultat est montré lorsque G est déployé).
Pour tout paramètre de Langlands σ, on note alors (HI,W )σ l’espace propre gé-
néralisé dans HI,W ⊗E Q` associé à σ pour l’action des opérateurs d’excursion et
le système de valeurs propres de ces opérateurs correspondant à σ.
La proposition suivante implique la proposition 1.2.
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Proposition 7.1. Pour tout σ elliptique on a l’égalité
(H{0},W )σ =
(
Aσ ⊗Q` WσI
)Sσ
,
équivariante par l’action de Gal(F/F )I , fonctorielle en W , et compatible avec les
isomorphismes de coalescence. Autrement dit l’heuristique (8.3) de [Laf18b] est
vraie au-dessus de σ.
Démonstration. On a H{0},Reg =
⊕
H{0},V ⊗ V ∗ où la somme directe est prise
sur les représentations irreductibles de Ĝ. On définit
(H{0},Reg)σ =
⊕
(H{0},V )σ ⊗ V ∗.(7.1)
On a déjà vu que (ZĜ)
Gal(F˜ /F ) agit trivialement sur H{0},Reg et donc sur
(H{0},Reg)σ.
Les fonctions Ff,γ agissent sur (H{0},Reg)σ (parce qu’elles commutent avec les
opérateurs d’excursion).
On choisit n et (γ1, ..., γn) tels que
(H) σ(γ1), ..., σ(γn) engendrent un sous-groupe Zariski dense de l’image of σ.
Par l’hypothèse d’ellipticité de σ, et grâce à (H), le n-uplet (σ(γ1), ..., σ(γn))
est semi-simple et les résultats de Richardson [Ric88] rappelés dans le lemme 11.9
de [Laf18a] impliquent que la Ĝ-orbite par conjugaison de (σ(γ1), ..., σ(γn)) dans
(LG)n est fermée, et égale à Ĝ/Sσ. De plus cette orbite est schématiquement égale
à l’image inverse de l’image de (σ(γ1), ..., σ(γn)) par le morphisme de (LG)n dans
le quotient grossier de (LG)n par conjugaison par Ĝ.
Grâce à l’action des fonctions Ff,γi pour i = 1, ..., n, (H{0},Reg)σ est un module
sur O((LG)n). Toute fonction Ĝ-invariante sur (LG)n s’annulant sur l’orbite Orb =
Ĝ(σ(γ1), ..., σ(γn)) agit de façon nilpotente sur chaque élément de (H{0},Reg)σ (car
c’est un opérateur d’excursion s’annulant sur la classe de conjugaison de σ) et
donc (H{0},Reg)σ est un module sur O(Ôrb) où Ôrb est la complétion formelle de
(LG)n le long de l’orbite Orb.
Le théorème de la tranche étale de Luna implique qu’il existe une variété af-
fine localement fermée Z dans (LG)n, contenant (σ(γ1), ..., σ(γn)) et stable par
conjugaison par Sσ, telle que Z ×Sσ Ĝ → (LG)n est (fortement) étale. Soit Ẑ la
complétion formelle de Z en (σ(γ1), ..., σ(γn)). On a alors
Ôrb = Ẑ×̂SσĜ.(7.2)
On définit
(H{0},Reg)σ,Z = (H{0},Reg)σ ⊗O(Ôrb) O(Ẑ).(7.3)
Il résulte de (7.1) que pour toute représentation de dimension finie V de Ĝ on
a
(H{0},V )σ =
(
(H{0},Reg)σ ⊗Q` V
)Ĝ
De (7.2) on déduit que
(H{0},V )σ =
(
(H{0},Reg)σ,Z ⊗Q` V
)Sσ
.(7.4)
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On rappelle qu’on a admis que tous les H{0},V sont de dimension finie (ré-
sultat montré dans [Xue18a] lorsque G est déployé). Comme Sσ est fini modulo
(ZĜ)
Gal(F˜ /F ) (qui agit trivialement sur (H{0},Reg)σ,Z) il existe une représentation
V de dimension finie de Ĝ/(ZĜ)
Gal(F˜ /F ) telle que la restriction de V au groupe
fini Sσ = Sσ/(ZĜ)
Gal(F˜ /F ) contient toutes les représentations irréductibles de ce
groupe. Choisissant une telle représentation V on déduit de la finitude de la di-
mension de H{0},V et de (7.4) que (H{0},Reg)σ,Z est de dimension finie. Il en résulte
aussi que le seul paramètre de Langlands pouvant apparaître dans la décomposi-
tion spectrale de (H{0},Reg)σ,Z par l’action des opérateurs d’excursion est la classe
de conjugaison de σ.
On note C la sous-algèbre commutative de End((H{0},Reg)σ,Z) engendrée par
l’action de tous les Ff,γ quand f et γ varient. On a un morphisme O((LG)n)→ C
qui envoie f1 ⊗ ... ⊗ fn sur Ff1,γ1 ...Ffn,γn . Il résulte de (7.3) que ce morphisme
se factorise à travers le quotient O((LG)n) → O(Ẑ). On a donc un morphisme
O(Ẑ) → C. Comme C est de dimension finie, pour k entier assez grand ce mor-
phisme se factorise par O(Zk) où Zk désigne le voisinage épaissi d’ordre k de
(σ(γ1), ..., σ(γn)) dans Z. On a donc un morphisme O(Zk)→ C. Grâce à la struc-
ture a) on a (quitte à restreindre l’ouvert U de X) un morphisme
β : pi1(U, η)→ LG(C)
défini par la propriété que pour toute fonction algébrique f sur LG et pour tout
γ ∈ Gal(F/F ), on a f(β(γ)) = Ff,γ dans C. On déduit de (6.1) que β est un
morphisme de groupes. La composition de β avec (1.2) est d’ordre fini fixé (à cause
du quotient par Ξ dans la définition des HI,W ). Le morphisme β est continu parce
que pour toute fonction algébrique f sur LG, le morphisme γ 7→ f(β(γ)) est une
application continue de pi1(U, η) vers C. On a de plus un diagramme commutatif
SpecC
(β(γ1),...,β(γn)) //
%%
(LG)n
SpecZk
99
(7.5)
Grâce à (H), le centralisateur de (σ(γ1), ..., σ(γn)) est égal à celui de σ. Il en
résulte que pour tout σ′ tel que
— σ′ est conjugué à σ,
— (σ′(γ1), ..., σ′(γn)) est égal à (σ(γ1), ..., σ(γn)),
alors σ′ est égal à σ.
Pour tout caractère χ : C→ Q`, χ ◦ β vérifie ces deux conditions donc est égal
à σ. En d’autres termes le réduit du spectre de C est égal au seul point σ. En
particulier C est une Q`-algèbre locale artinienne.
D’après le lemme 4.1, β est conjugué à σ. En particulier (β(γ1), ..., β(γn))
est conjugué à (σ(γ1), ..., σ(γn)), et comme (β(γ1), ..., β(γn)) est au-dessus de la
tranche Ẑk il est égal à (σ(γ1), ..., σ(γn)), puisque Orb∩Ẑk = {(σ(γ1), ..., σ(γn))}
schématiquement. Comme le centralisateur de (σ(γ1), ..., σ(γn)) est égal à celui
de σ on a alors β = σ et C = Q`.
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On en déduit (H{0},Reg)σ,Z = Aσ, ce qui conclut la preuve de la proposition 1.2.
En effet pour tout I et pour toute représentation de dimension finie W de (LG)I ,
(HI,W )σ =
(
(H{0},Reg)σ,Z ⊗Q` WσI
)Sσ
.
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